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Rezime

U ovom radu dat je pregled nekoliko dominantnih metoda koje se koriste za odredivanje
preseka dveju krivih i dveju povrsi. Istaknute su algebarske metode, metode deljenja,
diskretne metode i metode zasnovane na deskriptivno geometrijskom pristupu. UocCene su
dobre osobine svake od navedenih metoda kao i njihovi prisutni nedostaci.

Kljucne reci: presek povrsi, kompjuterska grafika
Summary

In this paper several dominate methods, which are using for determination of surface-surface
intersection and intersection between two plane curves were represented. Algebraic methods,
subdivision methods, discrete methods and descriptive geometric methods are given.
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1. UVOD

U mnogim aplikacijama potrebno je odrediti presecne tacke dveju krivih 1 presecne
krive dveju povrsi:

¢ Za odredivanje konture povrsi radi prikaza povrsi na grafickom ekranu racunara

(Stuli¢ 20, Obradovi¢ 13 i 14);

¢ Radi primene Bulovih operacija na solidima (Krishnan 9, Keyser 101 11);

¢ Kod konstruisanja glatkih prelaza (smooth blending) sa jedne na drugu povrs,

odnosno krivu;

¢ Za formiranje ordinatnih krivih i povrSi pomoc¢u NC (numerically controlled)

masina;

Dobar algoritam za odredivanje preseka treba da ima sledeée osobine:

¢ Tacnost, u numerickom smislu;

¢ Korektnost,u smislu da je presek teoretski korektno odreden;

¢ Brzinu;

¢ Samokontrolu, u smislu da nije potrebna interaktivna pomo¢ korisnika.

Moze se re¢i da ne postoji jedinstveni algoritam koji je optimalan za sve Cetiri
navedene osobine ve¢ postoji viSe razliCitith, a svaki od njih ima svoje dobre 1 loSe
karakteristike. Tip algoritma koji treba izabrati zavisi od nacina na koji su zadate krive i
povrsi (implicitni, eksplicitni, parametarski) uklju¢uju¢i i1 odredene specificne osobine
preseka. Moguce je izvrSiti grupisanje postupaka u nekoliko dominantnih metoda za
odredivanje preseka dveju krivih 1 dveju povrsi:



¢ Algebarske metode;

¢ Metode deljenja;

¢ Diskretne metode;

¢ Deskriptivno geometrijske metode.
2. ALGEBARSKE METODE

2. 1. Direktna zamena

Kod koris¢enja algebarskih metoda najjednostavniji matematicki aparat je u slucaju
odredivanja preseka povrsi kada je jedna povrS zadata u impicitnom obliku, a druga u
parametarskoj formi:

Povrs ¢, M Povrs ¢,

¢: fx,z,y)=0 e)

do: X=(x(u,v),y(u,v).2(w,v))  (2)
Podebljano (bold) slovo X pokazuje da se radi o vektoru. Kombinovanjem jednacina (1) i (2)
dobija se f (x(u,v),»(u,v),z(u,v))=0. Zatim se uzima da je u =u, 1 pronalazi se nula v=v;, iz
poslednje jednacine. Usvajajuci jednak prirastaj za parametar u, odreduju se nule v,, odnosno
presecne tacke dveju povrsi X (u K,vl.), koje kada se spoje formiraju aproksimaciju presecne
krive.

Ako su obe povrsi zadate u parametarskom obliku tada jednacine jedne povrsi treba
prevesti u implicitnu formu i ovaj postupak prevodenja se naziva implicitizacija (Salmon 17,
Walker 21). Za povrs koja je zadata parametarskim jednacinama

= x(s,t)’y _ y(s,t)’z _ z(s,t)
w(s,t) w(s,t) w(s,t)
eliminacijom parametara ¢ i s dobija se f (x,),z)=0.

Problem predstavlja ¢injenica da nije uvek moguce izvrSiti implicitizaciju mada
postoje slucajevi kada se za povr$ koja je zadata u tacno odredenom obliku parametarske
forme moze tvrditi da je imlicitizacija moguca. PoSto se moZe uspostaviti analogija izmedu
analize krivih 1 povr$i, posmatra se racionalna kriva X(7)=(x(#),(¢)) gde su

Zn:a,-ti Zn:b,.t"

= lz,,o— ()= lj,o—
Zcitl Zcitl
i=0 i=0

Kriva se moze predstaviti u implicitnoj formi (Sedenberg 19) preko determinante oblika

L,y (x, J’) K Ly, (x, y
f(xy)= M 0 M

L, 1o (an’) K Ly, (an’)
Li/' (x,y) =a, ; X+ ﬂi’jy +7i, = Z(bmc, —c,b )x + (a,cm —-a,c )y + (amb, — albm)

I<min(i, ;)
l+m=i+j+1

Ponekad je potrebno za poznate vrednosti koordinata presecnih tacaka odrediti pridruzene
vrednosti parametara. Za presecnu tacku Poy(xo,)0) dveju krivih koja lezi na ravnoj krivoj X(¢)
radi odredivanja parametra t=t, za koji je X(#))=P, potrebno je resiti linearan sistem jednacina
(Sedenberg 19)

x(t)
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Ly (x.y) K Ly, (x,p) ) 2

fley)=| M O M M
Ln—l,O (X, y) K Ln—l,n—l (X, y) t
1

Algoritam za sraunavanje preseCnih tacaka dveju ravnih racionalnih polinomnih
krivih stepena n; 1 n; koje su date u parametarskom obliku

X, (e) =, (x(0). »(0)) X, (z) =X, (£(z). (7))

i R
) _m(r)
J’( )— wl(t) 77(7)— (T)

0<r<1 0<7r<1

sastoji se od nekoliko koraka (Sedenberg 18 i 19):

e (Odredivanje implicitnog oblika fi(x,y,w)=0 od X;(#), gde je w homogena koordinata;

e Zamena parametarskih jednacina za X>(7) u implicitnu formulu za X;(¢) §to dovodi do
jednacine f1(&(7), (1), 7))=0 koja je stepena nny;

e Sracunavanje realnih reSenja prethodne jednacine u intervalu 0 <7 <1;

o KoriS¢enje parametarskih jednacina X,(7) i vrednosti parametara 7; sraCunatih u
prethodnom koraku, a koje odgovaraju preseCnim tackama S;=X,(7), radi odredivanja
koordinata (x,y) presecnih tacaka;

e Polazeci od jednacina S;=X;(#;) odreduju se vrednosti parametra ¢ za presecne tacke, koji
jeuintervalu 0<¢<1.

Presecna kriva bilo kakvih povrsi koje su zadate u parametarskoj formi moze se
odrediti koriS¢enjem algoritma (Hoschek 8) koji ukljucuje dvoparametarsku eliminaciju.

Jedna povrs je zadata sa
Xl(u,v)=X1( (1,v), (01, ), 2(u,v))

a druga X, (p,0) = X, (E(u,0)n(p,0). ¢ (w,0))
B m n -

o Tl =S5 At
w0 e[0,1]

Neka su komponente vektora A4;; oznacene sa ay, bi 1 cir, tada se moze uvesti smena

alk(/u):zaiklu[ aZk(:u):Zbiklui 053/{(/1):205/{/“[
i=0 i=0 i=0

Presecna kriva dve povrsi opisana je pomocu tri jednacine

x(u,v)—ialkuk =0 y(u,v)—iaZkuk =0 z(u,v)—i%kuk =0
=0 =0 =0

Ako se uvedu u razmatranje novi vektori

g e K ] S e | R B
tada je presecna kriva opisana izrazima

P=B,-Y Bv' =0 0=C,-> C0*=0

k=1 k=1



Tacke presecne krive su zajednicke nule poslednje dve jednacine.
2.2. Teorija eliminacije

Jedan od najjednostavnijih problema preseka je odredivanje preseka dva polinoma koji
su funkcije jedne promenljive. Za polinome

f(x)=a, +ax+K +a,x" g(x)=b, +bx+K +b,x"
formira se rezultanta (Walker 21) oblika

a a AN a, 0 0 O

0 a a A a, 0 O

0 0 A A A0

R 0 0 0 a a A a,
by b, A b, 0 0 O

0 b b A b, 0 0

0 0 A A A0

0O 0 0 b, b A b,

sa m vrsta sa konstantama a, 1 n vrsta sa konstantama b.
Rezultanta se moZe koristiti za odredivanje preseka dve ravne krive, koje su definisane
pomocu polinoma

f(xay):ao +a,x+K +a,x" g(x,y):b0 +bx+K +b, x"
gde su a; 1 b; polinomi u funkciji od y. Za povrsi
f(X,y,Z) =a,+ax+K +a,x" g(x,y,z) =b, +bx+K +b, x"

gde su a; 1 b; polinomi u funkciji od y 1 z, rezultanta odreduje ravnu krivu koja lezi u ravni
Oyz. Time je problem odredivanja tac¢aka prostorne presecne krive dveju povrsi redukovan na
odredivanje ravne krive, §to je znatno jednostavniji problem (Garrity 5, Hartshorne 6).

3. METODE DELJENJA

Kod algoritma deljenja (subdivision method), objekti (krive ili povrsi) se dele na vise
delova, a zatim se posmatra njihov presek. NajceS¢e se analiza pomocu sastavnih delova
objekta koristi za aproksimativno odredivanje presecnih tacaka dveju krivih. Raniji algoritmi
su delili oba objekta uniformno i kompletno. Podela za krive je imala oblik uniformnog
binarnog drveta, dok su povrsi deljene uniformno na ¢etvrtine (SI.1). Ako se dvoparametarska
povrS podeli na n Cetvorougaonih zakrpa u oba parametarska pravca tada ¢e ona biti
aproksimirana sa n’ &etvorougaonih zakrpa. Naivni algoritam bi traZio presek dve povrsi
testiraju¢i preseke svih zakrpa jedne povrsi sa zakrpama druge povrsi, §to je ukupno n’
mogucih preseka, dakle sigurno mnogo vise od stvarnog broja zakrpa koje se medusobno
seku. Adaptiran metod deljenja deli povr§ na delove koji se aproksimativno mogu smatrati
delovima ravni, a to se postize posmatranjem veli¢ine lokalne krivine povrsi i deo povrsi sa
malom krivinom se aproksimativno zamenjuje sa ravnom zakrpom. Ovakvi postupci su
zahtevali znatnu memoriju racunara i samim tim bili su spori i skupi.

Znacajna redukcija u kompjuterskom vremenu i kapacitetima memorije moguca je
ukoliko se ubaci nekakav kriterijum koji ¢e proceniti gde se moguéi presek nalazi. U metodu
deljenja koji su predloZili Glaicher i Kass (Barnhill 1, Glaicher 4, de Figueirero 2) formiraju
se grani¢ne kutije oko formiranih ¢etvorougaonih zakrpa. Zatim se posmatra presek grani¢nih
kutija jedne povrsi sa grani¢nim kutijama druge povrsi (takozvani test razdvajanja, S1.2) i, za



one parove kutija koji se ne seku, ne seku se ni zakrpe dveju povrsi unutar tih kutija. Ako se
par grani¢nih kutija sece, tada se 1 pridruZene zakrpe moZzda seku. U ovom slu€aju posmatrane
zakrpe se dele na manje, formiraju se novi skupovi grani¢nih kutija i postupak se ponavlja
dok se sa odredenom greSkom ne odrede grani¢ne kutije u kojima se zakrpe seku i koje se
tada aproksimativno proglasavaju tackama presecne krive dveju povrsi.

sZE8  g§ORa

- -
112 1l»2

Slika 1 Cetvorougaona i trougaona struktura povrsi

< ™

Slika 2 Test razdvajanja za Cetiri para krivih sa granicnim paralelogramima

Slika 3 Presek dveju krivih koriscenjem metoda "podeli i pobedi”
pomocu min-max paralelograma



Teznja da se ostvari uspesnije odredivanje preseka dovela je do ideje da proces
deljenja bude neuniforman i da sam algoritam bude adaptivan. Rezultat ovakvog postupka
koji se naziva “podeli i pobedi” (devide-and-conquer) prikazan je, za slucaj preseka dveju
ravnih krivih, na slici 3. Oc¢igledno je da do porasta tacnosti uvek dovodi jo$ jedno deljenje, a
teskoce do kojih se dolazi primenom programa zavise isklju¢ivo od oblika preseka objekata.

Razliciti slucajevi preseka dovode do razli€itih strategija u formiranju algoritma za
deljenje, kao i razliCitih definicija grani¢nih kutija. Skoro svi postupci zahtevaju inicijalni
racun pomocu kojeg se odreduje nekoliko tacaka objekta koje ¢e se koristiti za formiranje
grani¢ne kutije. Za krivu se obi¢no koriste dve krajnje tacke, a za povr$ Cetiri temena
kvadratne prostorne strukture. Tako se min-max kutija definiSe kao najmanja kutija ¢ije su
ivice paralelne sa koordinatnim osama i koje sadrze polazne tacke (Sl.4a).

(a) (b)
Slika 4 (a) Min-max paralelogram definisan sa pocetnom i krajnjom tackom krive;
(b) Orijentisani granicni paralelogram

Bolji rezultati se dobijaju koriS¢enjem orijentisane kutije (S1.4b) koja se dobija
rotacijom min-max kutije, ali je njeno konstruisanje sloZenije i test razdvajanja je u ovom
slu¢aju znatno komplikovaniji.

Neki autori (Koparkar 12), pre pocetka algoritma deljenja, predlazu jedan korak u
kojem se odreduju tacke na krivoj koje imaju horizontalne i vertikalne tangente, a zatim se
ove tacke koriste za konstruisanje min-max kutija (SI. 5).

Slican pristup je kada se posmatraju tacke u kojima su izvodi i diferencijalno-
geometrijske karakteristike, poput krivine i njenih izvoda, jednaki nuli (Farouki 3). Tada se
ove taCke koriste za konstrukciju grani¢nih kutija i trouglova koji kompletno obuhvataju
monotone segmente krive (SI. 6).

Slika 5 Koparkar-Mudur algoritam
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Slika 6 Farouki algoritam deljenja

Cesto su u CAGD u upotrebi krive i povrsi zadate u parametarskom obliku koje su definisane
pomocu kontrolnih poligona (Herron 7) sa osobinama koje su sli¢ne Bezijeovim poligonima u
Bezijeovim reprezentacijama. Oko kontrolnih poligona definisu se konveksni poligoni (S1.7) 1
mali konveksni poligoni.
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Slika 7 Konveksni poligoni (levo) i mali konveksni poligoni (desno)
za kvadratne i kubne krive

(a) (b)

Slika 8 (a) Min-max kutija za Bezijeovu krivu; (b) Pravougaona traka za Bezijeovu krivu

Za objekte zadate u Bezijeovoj formi konstruiSe se min-max kutija kao najmanji pravougaoni
paralelopiped koji sadrzi konveksni poligon (Sl.8a). Brze se konstruiSe min-max kutija
koris¢enjem krajnjih tacaka Bezijeovog poligona (SI. 8b). Pravougaona traka definisana je
kao najmanji pravougaonik koji gradi konveksni poligon nad Bezijeovim tackama, ako je
jedna ivica konveksnog poligona paralelna sa linijom bob,,.

Za kvadratne i kubne krive moguce je formirati jo§ manje pravougaone trake (SI. 9).

4. DISKRETNE METODE

Dominantna su dva tipa diskretnih metoda:
e Parametarska diskretizacija
e Grid metod

4.1. Parametarska diskretizacija

Problem odredivanja preseka dveju povrSi sastoji se u odredivanju sistema nelinearnih
jednacina nezavisno od nacina prezentacije povrSi. Svaka povr§ se diskretizuje, odnosno
formira se mreza (grid) tako da je svaka tacka na povrsi opisana sa dva parametra. Prese¢na
kriva dve povrsi odredena je sa Cetiri parametra, jer je svaka povrS definisana sa dva
parametra, a presek se posmatra u koordinatnom sistemu koji ima tri ose. Tako opisan
problem nije resiv, stoga je potrebno izvrsiti redukciju stepena slobode presecne krive sa Cetiri
na tri §to se postize posmatranjem jedne povrsi kao skupa parametarskih krivih kod kojih je za
svaku parametarsku krivu povrsi jedan parametar konstantan (S1.10).

Neka je sa v=v; definisan skup parametarskih linija (SL11) na povrsi X, (,u,u).

Presecna kriva dveju povrsi bi¢e odredena kao skup prodornih tacaka posmatranog skupa
parametarskih linija jedne povrsi kroz drugu, koris¢enjem iterativnog projektujuéeg metoda.
Polazeci od tacke Py na povrsi X,(u,v) sa koordinatama u=7,,,v=v, konstruide se

normala iz te tatke na povr§ X, (u,v). Normala prodire povrs X; u tacki P;; iz koje se



postavlja normala na povr§ X, koja prodire X, u tacki P;. Proces se prekida kada duzina
normale spadne ispod neke male unapred zadate veli¢ine.
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Slika 9 Redukovane pravougaone trake za kvadratnu (gore)
i kubne (dole) Bezijeove krive

Slika 11 Metod projekcije

Svaki algoritam obi¢no sadrzi sledece faze:
e Faza trazenja (search phase) ili lova (hunting phase);



e Faza traganja (tracing phase) ili hoda (marching phase);

e Faza sortiranja (sorting phase).

Faza trazenja sadrzi u sebi diskretni metod 1 u njoj se odreduju ulazni podaci za fazu traganja.
U fazi traganja se formira presecna kriva spajanjem tacaka presecne krive, a u poslednjoj fazi
se analiziraju singulariteti, slucajevi kada se javlja ¢vorna tacka ili tatke gde presecna kriva
dodiruje granice dveju povrsi.

4.1.1. Faza traganja

Ulazni podatak za ovu fazu su tacke presecne krive koje su odredene diskretnom
metodom kao prodorne taCke parametarskih krivih Xj(u,v) kroz povrs Xo(u,v). Sada je
potrebno izvrSiti spajanje tataka, odnosno treba formirati prese¢nu krivu kao sumu njenih
segmenata (S1.12).

Ovo se postize posmatranjem jednog po jednog dela (zakrpe) povrsi koriS¢enjem
odredene procedure; tako npr. na ivicama zakrpe 3 se nalaze tacke 5, 9, 13 1 15 i u
razmatranju se polazi od tacke koja odgovara najmanjem broju. Tacka 5 se spaja sa jednom
od preostalih tacaka segmentom c krive i te dve tacke; u ovom slucaju tacke 5 i 13 se viSe ne
uzimaju u obzir. Preostale dve tacke 9 1 15 se spajaju segmentom d krive polazeci od tacke 9
jer se postuje zadati uslov za spajanje tacaka.

Ocigledno je da je tatka 5 mogla biti spojena 1 sa tackama 9 ili 13, stoga je potrebno
definisati nekakav kriterijum prvenstva za spajanje tacaka. Kod ovog problema u pomoc¢
dolazi diferencijalna geometrija pomocu koje se u problemati¢noj tacki Xi(uo,vo)=Xa(uo, o)
presecne krive konstruiSe tangenta (S1.13), koriS¢enjem jednacine
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Slika 12 Mreza parametarskih krivih na povrsi X;(u,v) sa presecnim tackama 1, ..., 18 na

izoparametarskim krivim linijama povrsi X; i kompozitna presecna kriva povrsi X; i X koja
se sastoji od segmenata a, ..., p
Tangenta je upravna na normale obe povrs$i u posmatranoj tacki, a presecna kriva se prostire u
pravcu tangente.

4.2. Grid metod

Ovaj metod se koristi kao osnovni korak za odredivanje presec¢ne krive dveju povrsi, prateci
slede¢u ideju: za dvoparametarsku povrs koja je zadata tackama X(u;,v;) odreduju se izohipse

9



(isolines; potential lines ili level curves). Tacke izohipse (S1.14) na visini z, su tacke prodora
parametarskih krivih povrsi kroz horizontalnu ravan koja se nalazi na posmatranoj visini 1
dobijaju se reSavanjem jednacina

X(ui,v):zo

Slika 14 Aksonometrija dvoparametarske povrsi, njena oblast i izohipse

Za spajanje taCaka jedne izohipse polazi se od Cinjenice da izohipsa koja ulazi u jednu ¢éeliju
mreze presecanjem jedne ivice te ¢elije, mora napustiti tu ¢eliju presecanjem bilo koje njene
ivice. Izlazna tacka izohipse iz te Celije sluzi kao ulazna tacka u sledecu celiju, a sama
izohipsa moze se aproksimativno dobiti spajanjem pomocu duzi ulazne i izlazne tacke za
svaku ¢eliju (S1.15).

Y4 - +__ - .?-zi,j—ﬁzo :lm,j-ido
1

Xi2 X1 X; Xi

Slika 15 Konstrukcija izohipse pomocu grid metode
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Slucajevi kada izohipsa prolazi kroz temene taCke c¢elija ili kada se delom poklapa sa ivicom
¢elije zahtevaju dodatna razmatranja. Takode je interesantno posmatrati izohipsu koja unutar
jedne celije ima samopresecnu tacku, zatim slucaj kada se ulazna i izlazna tacka izohipse
nalaze na istoj ivici ¢elije, ili kada izohipsa sece sve Cetiri ivice Celije. Poslednji slucaj
predstavlja problem cetiri tacke (four-point problem) kod koga je potrebno utvrditi uslove koji
¢e garantovati da ¢e algoritam (Pratt 15, Petrie 16) davati uvek isti rezultat bez obzira na izbor
polazne tacke ili ivice Celije (S1.16).

Uslov za spajanje bi bio: za proizvoljno izabranu jednu od cetiri tatke koja je na ivici a ona se
uvek spaja sa tackom koja lezi na ivici b, ako ivice a i b imaju zajednicko teme i ako je
vrednost funkcije povrsi u tom temenu veca od zo (S1.17).

Slika 17 Spajanje tacaka i spajanje tacaka posle nove podele na Cetiri trougla

Alternativni pristup se dobija kada se celija crtanjem dijagonala podeli na cetiri
trougla i kada se tacki u preseku dijagonala dodeli teme koje je na manjoj ili vecoj visini od
zo. Kada se odrede izohipse obe povrsi tada se presecanjem izohipsi koje su na istoj visini
dobijaju tacke presecne krive posmatranih povrsi.

5. DESKRIPTIVNO GEOMETRIJSKE METODE

Ove metode su koriS¢ene za odredivanje medusobnog preseka dveju pravoizvodnih povrsi
(Obradovi¢ 13) i tada je za odredivanje prese¢ne krive koris¢en matematicki model koji je
zasnovan na koriS¢enju pomoc¢nih ravni. Pri reSavanju opsteg slucaja, odnosno odredivanju
presecne krive dveju rotacionih povrsi koris¢ene su pomocne ravni (Obradovi¢ 14), ali i
pomocne lopte i1 treba ista¢i da su reSenja dobijena primenom metoda koja su u osnovi
zasnovana na deskriptivno geometrijskim pristupima izuzetno ta¢na i da sam rezultat ima
realisti¢an izgled.
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